ECG1 TD n°13 : Espaces vectoriels

Exercice 1.
Déterminer lesquels des ensembles E7, Fo, F3 et E4 sont des sous-espaces vectoriels de R3.
1. By = {(z,y,2) € R® tels que 3z — Ty = 2}

2. By = {(a?,y,z) € R? tels que 22 — 2% = 0}
3. E3={(Z‘,y,z)GRStelsquex+y—z:x+y+Z:0}
4. By = {(x,y, z) € R3 tels que z(a:2 + y2) =0}

Exercice 2.

1. Montrer que les deux ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de R[X] :
Fy ={P e R[X]/P(0)=P'(0) =0} et F,={PeR[X]/P(0)=P(1)=P(2) =0}
2. E={P € R[X]/deg(P) = 3} est-il un sev de R[X]? Sinon, quel est le plus petit sev de R[X] contenant E ?

Exercice 3.

On note A(N,R) I'espace vectoriel des suites réelles. Les ensembles suivants sont-ils des sev de A(N,R)?
A = {(un)nen | Vn € Nyupt2 = 2upt1 — un}, B = {(un)nen | uo = ug = 0};
C= {(un>n€N | (un>n€N est géométrique}v D= {(un)neN I (un)nEN est bornée};
E = {(un)necen | (tn)nen converge vers 0}, F = {(un)nen | (un)nen est convergente}.

Exercice 4.

On note A(R, R) I'espace vectoriel des fonctions de R dans R. Les ensembles suivants sont-ils des sev de A(R,R)?

A={fe€ AR,R)|f paire}, B={fecARR)[f(2) = f(5) =0}
C={f e AR,R)| f continue}, D ={f e AR,R)| f croissante}

Exercice 5.

Soit E un espace vectoriel et F et Fy deux sous-espaces vectoriels de FE.
Montrer que F} N F5 est encore un sous-espace vectoriel de F.

Exercice 6.
On pose les vecteurs de R? : e; = (1,—1,2) et e = (1,1, —1).
1. Montrer que les vecteurs v = (3,1,0),v = (—1,—-3,4),w = (1, —5,8) sont des combinaisons linéaires de e; et es.
2. Qu’en est-il des vecteurs z = (4,1,0),y = (10, —4,11),z = (10,—-2,9) ?

3. Plus généralement, déterminer Vect(eq, e2).

Exercice 7.
On considere les vecteurs u = (—4,4,3), v = (=3,2,1), s = (=1,2,2) et t = (—1,6,7) de R>.
1. Montrer que u € Vect(s,t) et v € Vect(s,t). En déduire que Vect(u,v) C Vect(s, t).
2. Montrer alors que Vect(u,v) = Vect(s,t).

Exercice 8.
Soit dans R? les vecteurs z = (1,2,1), y = (1,0,1) et z = (k,2,3). Déterminer k € R tel que z € Vect(z, y).
Exercice 9.
1. Dans R[X], le vecteur P(X) = 3X3—2X?—4X est-il combinaison linéaire des vecteurs P;(X) = 1, Py(X) = (X +1)?
et P3(X)=X37
Exercice 10.
Dans A(N,R), le vecteur u = (4™),en est-il combinaison linéaire des vecteurs v = (2"),en et v/ = (3™)pen ?

Exercice 11.
Soit vy = (1,1, 1), vy = (2,1,3) et vg = (0, —1,5). La famille (v, v, v3) de R? est-elle libre ?



Exercice 12.

Les familles suivantes sont-elles libres dans ’espace vectoriel E indiqué?

Dans £ = R[X] : 1. (3X,X%2—-1,X3) 2. (X+1,X-1) 3. (X% -1,2X2+1,X? + X).
Dans E = A(N,R) : 4. ((2")nen, (3™)nens (N)nen) 5. (n2")nen
Dans F = A(R,R) : 6. (z— x,x — |2|) 7. (x + cos(x), z — cos(2z),z > cos?(x)).

Exercice 13.
Déterminer 1’ensemble des réels k tels que la famille ((1,k,2), (—1,8, k), (1,2,1)) soit une famille liée de R?.

Exercice 14.

1. Montrer de deux maniéres différentes que la famille (e, ez, e3) est une base de R? avec e = (1,1,0),
es = (1,2,1), et e3 = (2, 3,2). Déterminer alors les coordonnées du vecteur X = (O, 1, —2) dans cette base.
2. Méme question avec e; = (0,1,1), ea = (2,0, —1), e3 = (2,1,1), et X = (1,—-2,—1).

Exercice 15.
2z4+y+2 =0

SoitS:{(x,y,z)€R3|{4x+y —0

Montrer que S est un sous-espace vectoriel de R? et en déterminer une base.

}, ensemble solution du systéme linéaire associé.

Exercice 16.

Pour chacun des systemes suivants, justifier que I’ensemble solution S est un sev de ..., et en déterminer une base.

2x -3z +t =0
+y 4z —t =0 T2y -2 =0
R :{3z+y—2 =0 R0 TY B R*:{ —2z—-3y+32z =0
—2y -5z 43t =0 oty — s _0
3z 4ty -2z =0 y a

Exercice 17.
1. Déterminer une base du sous-espace vectoriel de R® engendré par (1,2,-1), (3,-1,2), (4,1,1), (2,-3,3).
2. Déterminer une base du sous-espace vectoriel de R? engendré par (3,1), (1,1), (=2, —2), et (2,0).
Exercice 18.
Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de .... et en déterminer une base :
Ey = {bX? +aX —a,(a,b) € R?}, FEy = {P € R3[X]| P(0) = P'(0)}
Es ={P e Rs[X] | P(0) = P(1) = P(2) =0}, E;=Vect(2X +1, X +3,4X +7)

Es = Vect((n?)nen, (2n + 1)pnen, (3™)nen)-

Exercice 19.
On considére dans R3[X] la famille B = (1,X + 1, (X + 1)%, (X + 1)?).
1. Montrer que B est une base de R3[X]
2. Déterminer les coordonnées de P(X) =1+ X + X2 + X3 dans cette base.

Exercice 20.

L 1o\ L, (11 ., (11 . (11
DansMg(R),oncon51dereles4matrlces.A—(O O)’B_<O 0>7C_(1 O>’D_<1 1)_

1. Montrer que (4, B, C, D) est une base de M3 (R).

2.0 > dans cette base.

2. Déterminer les coordonnées de la matrice M = <1 _3

Exercice 21.
Soit A € M,(R). On pose E = {M € M, (R) / AM = M A}.
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M, (R).

2 0 0
2. On suppose dans cette question que n =3 et que A= [0 3 0 |. Déterminer une base de E.
0 0 -1
-1 0 0
Mémes questions avec E = {M € M,(R) / AM =0} pus A= 0 1 0
0 00

Exercice 22.

Déterminer une base du sous-espace vectoriel de Ms(R) engendré par ((1) ?) , (? é) , (g ;) .



